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Abstract In this article, we consider sparse optimal control with L2 regularization for the states. Under the
normality assumption, we prove that the solutions of the sparse optimal control problem coincide those of an L1
optimal control problem. By this theorem, we can numerically compute the sparse optimal control via L1 optimal
control. We also show a suﬃcient condition for the normality assumption, and illustrate numerical examples.

























問題を定式化する．第 4節で L1 最適制御について，その性質






時間区間 [0, T ] 上の連続時間信号 u(t) に対して，その Lp ノ






で定義する．ただし，0 < p < 1 のときには Lp ノルムはノル
ムの公理のうち三角不等式の成立を保証できないので，厳密に
はノルムではない．また，u の L0 ノルムをその台の長さ，す
なわち
||u ||0 = m(supp(u)) = m({t ∈ [0, T ] : u(t) |= 0})
で定義する．ここで，m は R 上の Lebesgue 測度であり，S
は集合 S の閉包，supp(u) は信号 u の台を表す．L0 ノルムは
ノルムの公理のうちの，斉次性，すなわち，スカラー a と信号
u に対して || au ||0 = | a | ||u ||0 という性質が一般には成り立





x˙(t) = Ax(t) +Bu(t).
ただし，x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ R, t ∈ [0, T ] とし，A ∈ Rn×n, B ∈
R
n とする．この制御対象に対して，初期値 x(0) = x0 ∈ Rn
から，終端値 x(T ) = 0 まで状態を遷移させる入力で，制約



















［問題 2］（L1 最適制御問題） 許容制御のうち，次の評価関数
を最小化する制御入力を求めよ．













（注1）：このように呼ばれる理由としては, f ∈ L1[0, T ] に対して || f ||0 =
limp→0 || f ||pp. 成り立つことにある. これは Ho¨lder の不等式や Lebesgue
の収束定理を用いて証明される [2]．
（注2）：問題 2 の解が存在するためには，最短時間問題の解 T∗ 以上の制御時間
T をとらなければならない．
は次で定義される．
H(x,p, u) = λ |u |+ xTQx+ pT(Ax+Bu).
ここで，pは共状態ベクトルであり，p ∈ Rn である．ここで，
もし問題 2の最適解 u∗ が存在したとすると，それに対応する
状態を x∗ で表すことにすれば，Pontryagin の最小原理 [1] か
ら，次を満たす p∗ が存在する．
H(x∗,p∗, u∗) <= H(x
∗,p∗, u), ∀u ∈ U,













1, x > 1,
0, |x| < 1,
−1, x < −1,
dez(1) ∈ [0, 1], dez(−1) ∈ [−1, 0].
したがって，例えば BTp∗(t) がある区間 [t1, t2] (t1 < t2) に
おいて，恒等的に定数 λ という値をとったとすると，その区間
において最適解 u∗ の値は最小原理からは一意に決定できない．
このような区間 [t1, t2] をもつ制御問題を特異 (singular) な問
題といい，反対に，このような正の測度を持つ区間が存在しな
い制御問題のことを正規な (normal) な問題と呼ぶ．L1 最適制
御問題（問題 2）の正規性の定義は次の通りである．
［定義 1］（正規性） L1 最適制御問題（問題 2）が正規である
とは，高々可算個の点 t = τ1, τ2, . . . に対して |BTp∗(t) | = λ
が成り立つときをいう．
これより，L1 最適制御問題（問題 2）が正規ならば，その最
適制御入力 u∗ は高々可算個の点を除いて，1, 0,−1 の 3 値の
いずれかをとることがわかる．
5. スパース最適制御とL1最適制御
この節では，スパース最適制御問題（問題 1）の解と L1 最
適制御問題（問題 2）の解との関係性について述べる．
［定理 1］ L1 最適制御問題（問題 2）が少なくとも一つの解を
もち，かつ正規であるならば，スパース最適制御問題（問題 1）
の解も存在し，それらの解集合は一致する．
























1 ∈ U∗1 が存在し，u∗1 に対す






























1) <= J1(u) <= J0(u).
したがって，u∗1 ∈ U∗0 であり，U∗0 は空でない．よって，u∗0 ∈ U∗0




























U∗0 ⊂ U∗1 かつ U∗1 ⊂ U∗0 となるので，U∗0 = U∗1 であることが
わかる． ■
定理 1は問題 1と問題 2の解集合が一致するための必要条件
を述べているが，証明に使用した正規性の性質は，問題 2の最
適解が Lebesgue測度に関してほとんどいたるところで 1, 0,−1
の 3値をとっている，ということのみである．したがって，問
題 2 が正規でなくとも，その最適解が存在し，かつ，それが
Lebesgue 測度に関してほとんどいたるところで 1, 0,−1 の 3
値をとっていれば，この定理は成り立つ．












J ′1(u) = λ ||u ||1.
ここで，λ は正の重み定数である．
［系 1］ 問題 4 が少なくとも一つの解をもち，かつ正規（注3）で
あるならば，問題 3の解が存在し，さらに，問題 3と問題 4の




定理 1から，L1 最適制御問題（問題 2）が正規であるときに
は，非凸な最適制御問題であるスパース最適制御問題（問題 1）
が凸である L1 最適制御問題に帰着されることから，どのよう




［定理 2］ [問題 2 が特異であるための必要条件] P1 = Q,
Pi = QA
i−1 − ATPi−1 (i = 2, 3, . . . , n − 1) によって行列
の列 Pi を定義する．BTP1B = · · · = BTPn−2B = 0 と仮定
する．もし与えられた問題が特異であるならば，ある正の長さ
の区間 I ⊂ [0, T ] が存在して，任意の t ∈ I に対して
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x(t)TP1x(t) a1x(t) . . . anx(t)
0 b1 . . . bn



















C ±λ 0 . . . 0
)T
.
が成り立つ．ただし，ak は A の第 k 行ベクトル，B =
(b1, · · · , bn)T, (AB)k は n × 1 行列 AB の第 k 成分を表し,
C は定数である（注4）．
注意として，この定理 2は n >= 3 以上のときに使えるもので
あるが，上から 3行目までの等式は L1 最適制御問題（問題 2）
が特異であれば成り立つ等式であるから，n = 1, 2 のときにで
も 3つの式からなる連立方程式は作ることができる．また，上











7. 数 値 例
本節では，質量 1[kg]，ばね係数 2[N/m]，粘性摩擦係数
3[N/m/sec] をもつマス-ばね-ダンパ-システムを考える．こ
のシステムは，入力を u [N]，物体の平衡点からの変位を x1
[m]，物体の速度を x2[sec/m] としたとき，次の状態方程式で
（注4）：この定数 C とは，H(x∗,p∗, u∗) の値を意味する．詳しくは [1] を参
照されたい．









図 1 最適制御入力 u∗(t)

















































次に速度 x2(t) に制約 −4.8 <= x2(t) <= 10 を課した場合の計
算を行う．シミュレーション結果を図 3と図 4に示す．図 3か
らわかるように，問題が正規であっても制約条件を加えると，
その最適解は，1, 0,−1をほとんどいたるところでとっている









図 3 最適制御入力 u∗(t)
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